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Re´sume´ On e´tablit la nullite´ du troisie`me groupe de cohomologie non
ramifie´e pour certaines varie´te´s munies d’un pinceau de quadriques ou d’inter-
sections comple`tes lisses de deux quadriques. Sur les complexes, ceci permet
d’e´tablir la conjecture de Hodge entie`re en degre´ 4 pour de telles varie´te´s.
Abstract The third unramified cohomology group is shown to vanish on
certain varieties equipped with a pencil of quadrics or of smooth complete
intersections of two quadrics. Over the complex field, this shows that the
integral Hodge conjecture in degree 4 holds for such varieties.
MSC-class : 14C35 ; 14E08, 14F99
1 Notations et rappels
Cet article apporte un comple´ment a` des textes re´cents de C. Voisin et
l’auteur [4], de B. Kahn et l’auteur [3] et de C. Voisin [9]. Les notations sont
celles de ces articles. La cohomologie des corps ici utilise´e est la cohomologie
galoisienne, dont nous utilisons librement les proprie´te´s [8]. Pour F un corps
et M un module galoisien discret sur le groupe de Galois absolu de F , et
i ≥ 0 un entier, on note H i(F,M) le i-e`me groupe de cohomologie galoisienne
a` valeurs dans M . Pour les proprie´te´s de la cohomologie non ramifie´e des
varie´te´s et de leurs corps de fonctions, on consultera [1]. Pour X une varie´te´
inte`gre sur un corps k, on note k(X) son corps des fonctions. Pour i ∈ N et
j ∈ Z, et l un nombre premier distinct de la caracte´ristique de k, on note
Ql/Zl(j) la limite directe sur n des groupes de racines de l’unite´ tordus µ
⊗j
ln ,
et on note
H inr(k(X)/k,Ql/Zl(j)) ⊂ H
i(k(X),Ql/Zl(j))
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le sous-groupe consistant des e´le´ments ξ ∈ H i(k(X),Ql/Zl(j)) dont tous les
re´sidus δA(ξ) sont nuls, ou` A parcourt l’ensemble des anneaux de valuation
discre`te de rang 1 contenant k et de corps des fractions k(X).
Lemme 1.1 Soit F un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2 et soit Z
une F -quadrique lisse de dimension au moins 1. Pour tout l premier impair
distinct de la caracte´ristique, pour tout entier i ≥ 0, et pour tout j ∈ Z,
l’application de restriction naturelle H i(F,Ql/Zl(j))→H
i
nr(F (Z),Ql/Zl(j))
est un isomorphisme.
De´monstration. Il existe une extension quadratique se´parable L/F sur la-
quelle Z acquiert un L-point, donc est L-birationnelle a` un espace projectif.
Ceci implique H i(L,Ql/Zl(j)) ≃ H
i
nr(L(Z),Ql/Zl(j)), et le re´sultat annonce´
s’obtient par un argument de trace. QED
Proposition 1.2 ([2, Thm. 3.2, p. 60]) Soit F un corps de caracte´ristique
diffe´rente de 2. Soit X ⊂ PnF une intersection comple`te lisse de deux qua-
driques. Supposons n ≥ 4. Si X posse`de un point rationnel sur F , alors X est
F -birationnelle a` une F -varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre Z munie d’un mor-
phisme Z→P1F dont la fibre ge´ne´rique est une quadrique lisse dans P
n−2
F (P1).
The´ore`me 1.3 Soit F un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2. Soit Z une
F -quadrique lisse de dimension d ≥ 1 qui n’est pas une quadrique d’Albert
anisotrope. Pour tout l premier diffe´rent de la caracte´ristique, l’application
de restriction naturelle sur la cohomologie galoisienne
H3(F,Ql/Zl(2))→H
3(F (Z),Ql/Zl(2))
induit une surjection
H3(F,Ql/Zl(2))→H
3
nr(F (Z),Ql/Zl(2))
Une quadrique d’Albert est une quadrique de dimension 4 de´finie par une
forme quadratique diagonale < a, b,−ab,−c,−d, cd >, avec a, b, c, d ∈ F×.
Pour l 6= 2, cela re´sulte du lemme 1.1. Pour l = 2, cas ou` il y a aussi des
variantes plus de´licates avec les coefficients Z/2, plusieurs auteurs (Suslin,
Merkur’ev, Peyre, Sujatha, Kahn, Rost) ont contribue´ au the´ore`me ci-dessus.
L’e´nonce´ ge´ne´ral fait l’objet de [5, §10], article auquel on se re´fe´rera pour le
de´tail des diffe´rentes contributions au sujet.
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Remarque Comme il est explique´ dans [7, Prop. 3], graˆce a` des travaux de
B. Kahn, on dispose d’un e´nonce´ analogue au the´ore`me 1.3 pour les varie´te´s
de Severi-Brauer d’indice premier. Ceci permet d’e´tablir pour les fibrations
en de telles varie´te´s les analogues de tous les e´nonce´s donne´s ici pour les
fibrations en coniques.
2 Le the´ore`me ge´ne´ral
The´ore`me 2.1 Soit k un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2 et soit l
un nombre premier distinct de la caracte´ristique de k. Soit Y une k-varie´te´
ge´ome´triquement inte`gre. Soit X une k-varie´te´ connexe projective et lisse de
dimension d qui est k-birationnelle a` une k-varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre
Z munie d’un k-morphisme dominant Z→Y de fibre ge´ne´rique une quadrique
lisse Q sur le corps k(Y ). Supposons dim(Q) = d− dim(Y ) ≥ 1.
Dans chacun des cas suivants :
(a) k est se´parablement clos et dim(Y ) ≤ 2,
(b) k est un corps de l-dimension cohomologique 1, Q n’est pas une qua-
drique d’Albert anisotrope, et dim(Y ) ≤ 1,
(c) k est un corps C1 et dim(Y ) ≤ 1,
on a H3nr(k(X)/k,Ql/Zl(2)) = 0,
De´monstration Supposons d’abord dim(Q) ≥ 3.
Si k est un corps C1 et dim(Y ) ≤ 1, alors k(Y ) est un corps C2. La
quadrique Q, de dimension au moins 3, posse`de donc un point rationnel sur
k(Y ), donc, comme elle est lisse, est k(Y )-birationnelle a` un espace projectif
sur k(Y ).
Supposons k se´parablement clos et dim(Y ) ≤ 2. Soit k une cloˆture
alge´brique de k. Le corps k(Y ) est un corps C2, donc la quadrique Q, de
dimension au moins 3, sur k(Y ) posse`de un point rationnel. Comme l’exten-
sion k(Y )/k(Y ) est de pro-degre´ impair, un the´ore`me bien connu de T. A.
Springer implique que Q posse`de un point rationnel sur k(Y ), donc comme
elle est lisse, est k(Y )-birationnelle a` un espace projectif.
On a donc dans ces deux cas
H3(k(Y ),Ql/Zl(2))
≃
→ H3nr(k(Y )(Q)/k(Y ),Ql/Zl(2)).
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Supposons dim(Q) ≤ 2. La quadrique Q n’est donc pas une quadrique
d’Albert. D’apre`s le the´ore`me 1.3, l’application de restriction
H3(k(Y ),Ql/Zl(2))→H
3
nr(k(Y )(Q)/k(Y ),Ql/Zl(2))
est surjective.
Sous les hypothe`ses du the´ore`me, la l-dimension cohomologique de k(Y )
est au plus 2. On a doncH3(k(Y ),Ql/Zl(2)) = 0. D’apre`s ce qui pre´ce`de, on a
donc H3nr(k(Y )(Q)/k(Y ),Ql/Zl(2)) = 0. On a k(X) = k(Y )(Q) et l’inclusion
H3nr(k(X)/k,Ql/Zl(2)) ⊂ H
3
nr(k(Y )(Q)/k(Y ),Ql/Zl(2)).
On a donc bien H3nr(k(X)/k,Ql/Zl(2)) = 0. QED
3 Sur les complexes
Corollaire 3.1 Soit f : X→Y un morphisme dominant de varie´te´s connexes
projectives et lisses sur le corps C des complexes. Dans chacun des cas sui-
vants :
(a) dim(Y ) ≤ 2 et la fibre ge´ne´rique de f est une quadrique lisse de
dimension au moins 1,
(b) Y = Γ est une courbe et la fibre ge´ne´rique de f est une intersection
comple`te lisse de deux quadriques de dimension au moins 2 sur le corps C(Γ),
on a H3nr(C(X)/C,Q/Z(2)) = 0, et la conjecture de Hodge entie`re vaut
pour les classes de Hodge entie`res de degre´ 4 sur X : toute telle classe dans
H4Betti(X,Z) est l’image d’un cycle alge´brique de codimension 2 sur X.
De´monstration Soit Z4(X) le quotient du groupe des classes de Hodge
dans H4Betti(X,Z) par le sous-groupe des classes de cycles alge´briques.
Dans chacun des deux cas conside´re´s, le groupe de Chow des ze´ro-cycles
de degre´ ze´ro sur X est supporte´ sur une surface. Le the´ore`me 1.1 de [4]
donne H3nr(C(X)/C,Q/Z(2)) ≃ Z
4(X).
Dans le cas (a), le the´ore`me 2.1(a) ci-dessus donne
H3nr(C(X)/C,Q/Z(2)) = 0.
Dans le cas (b), comme C(Γ) est un corps C1, la fibre ge´ne´rique de f
posse`de un point rationnel sur C(Γ). La proposition 1.2 montre alors que cette
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fibre ge´ne´rique est C(Γ)-birationnelle a` une fibration en quadriques Z→P1
C(Γ)
de dimension relative au moins 1 au-dessus de P1
C(Γ), a` fibre ge´ne´rique lisse.
La C-varie´te´ X est donc birationnelle a` l’espace total d’une fibration Z→S =
P1 × Γ dont la fibre ge´ne´rique est une quadrique lisse Q/C(S) de dimension
au moins 1. On a l’inclusion
H3nr(C(X)/C,Q/Z(2)) ⊂ H
3
nr(C(S)(Q)/C(S),Q/Z(2))
Les the´ore`mes 1.3 et 2.1 montrent que ce dernier groupe est un quotient de
H3(C(S),Q/Z(2)), qui est nul car C(S) est de dimension cohomologique 2.
QED
Commentaires
Le cas (a) est mis ici pour me´moire, il a de´ja` e´te´ e´tabli dans [4, Cor. 8.2].
Dans le cas (b), pour une famille de dimension relative d = 2, l’e´nonce´ est
un cas particulier de [4, Thm. 8.14]. Pour une famille de dimension relative
d = 3, l’e´nonce´ obtenu ge´ne´ralise le Cor. 1.7 de [9], e´tabli par C. Voisin par
des me´thodes ge´ome´triques, au prix d’hypothe`ses restrictives sur les fibres
singulie`res de X→Γ. Ici on ne fait aucune hypothe`se sur ces fibres. Le cas
de la dimension relative d ≥ 4 est facile : une quadrique lisse de dimen-
sion au moins 3 sur C(Γ) posse`de un point rationnel sur C(Γ), donc est
C(Γ)-birationnelle a` un espace projectif sur C(Γ). La varie´te´ X est donc C-
birationnel a` un produit Pd×Γ. Pour une fibration de C(Γ)-varie´te´s Z→P1
C(Γ)
de fibre ge´ne´rique une quadrique lisse de dimension 1 ou 2, la C(Γ)-varie´te´ Z
n’est pas ne´cessairement C(Γ)-birationnelle a` un espace projectif sur C(Γ),
comme on voit en calculant le groupe de Brauer non ramifie´ de Z. Mais c’est
semble-t-il une question ouverte si une intersection comple`te lisse de deux
quadriques dans P5
C(Γ) est C(Γ)-birationnelle a` un espace projectif sur C(Γ).
Soit maintenant X une varie´te´ connexe, projective et lisse munie d’une
fibration X→Γ sur une courbe Γ, dont la fibre ge´ne´rique est une hypersuface
cubique dans Pd+1
C(Γ). Pour d = 2, on peut, soit par la ge´ome´trie complexe
(Voisin, cf. [4, Thm. 6.1] ou [9, Thm. 1.3]), soit par la K-the´orie alge´brique
[4, Thm. 8.14], montrer que la conclusion du corollaire ci-dessus vaut encore.
Pour d = 3, sous des hypothe`ses restrictives sur les fibres singulie`res de
X→Γ, ceci vaut encore pour X . C’est la` un re´sultat re´cent de C. Voisin [9,
Thm. 2.11]. Ce re´sultat, obtenu par des me´thodes ge´ome´triques, semble hors
d’atteinte des me´thodes de K-the´orie alge´brique.
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4 Sur les corps finis
Corollaire 4.1 Soit F un corps fini de caracte´ristique diffe´rente de 2 et soit
l premier distinct de la caracte´ristique de F. Soit X une F-varie´te´ projective,
lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Dans chacun des cas suivants :
(a) il existe un F-morphisme dominant f : X→C de X vers une F-courbe
C projective, lisse et ge´ome´triquement inte`gre, et la fibre ge´ne´rique de f est
une quadrique lisse de dimension au moins 1 sur F(C),
(b) la F-varie´te´ X est une intersection comple`te lisse de deux quadriques
dans PnF et n ≥ 4,
on a H3nr(F(X)/F,Ql/Zl(2)) = 0.
De´monstration L’e´nonce´ (a) est une application imme´diate du the´ore`me
2.1(c), puisqu’un corps fini est un corps C1. Comme F est C1, toute varie´te´
X comme en (b) admet un point F-rationnel. La proposition 1.2 montre
que X est F-birationnelle a` une F-varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre Z munie
d’un F-morphisme dominant Z→P1F de fibre ge´ne´rique une quadrique lisse
de dimension au moins 1. On a l’inclusion
H3nr(F(X)/F,Ql/Zl(2)) ⊂ H
3
nr(F(Z)/F(P
1),Ql/Zl(2)).
Le the´ore`me 1.3 montre que l’application de restriction
H3(F(P1),Ql/Zl(2))→H
3
nr(F(Z)/F(P
1),Ql/Zl(2))
est surjective. Mais H3(F(P1),Ql/Zl(2)) = 0, car le corps F(P
1) est de l-
dimension cohomologique 2. QED
Commentaires
Soit X une varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre sur un corps
F. Soit l un premier distinct de la caracte´ristique de F.
C’est un the´ore`me de the´orie du corps de classes supe´rieur (cf. [3, Prop.
3.1] que pour X de dimension 2, on a H3nr(F(X),Ql/Zl(2)) = 0.
En dimension au moins 3, comme il est explique´ dans [3], la situation
est la suivante. On conjecture que H3nr(F(X),Ql/Zl(2)) est un groupe fini.
On ne connaˆıt pas une seule varie´te´ X/F de dimension au plus 4 avec
H3nr(F(X),Ql/Zl(2)) 6= 0. On connaˆıt des varie´te´s de dimension 5 sur un
corps fini, fibre´es en quadriques de dimension 3 au-dessus d’une surface, donc
ge´ome´triquement rationnelles, avec H3nr(F(X),Ql/Zl(2)) 6= 0 (Pirutka [6]).
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On conjecture que l’on aH3nr(F(X),Ql/Zl(2)) = 0 pour les varie´te´s de dimen-
sion 3 qui sont ge´ome´triquement unire´gle´es, par exemple les varie´te´s fibre´es
en surfaces cubiques au-dessus d’une courbe.
Supposons la caracte´ristique de F impaire. Un the´ore`me de´licat de Pari-
mala et Suresh (cf. [3, Thm. 4.4]) e´tablit H3nr(F(X),Ql/Zl(2)) = 0 pour les
varie´te´s de dimension 3 fibre´es en coniques au-dessus d’une surface. Le corol-
laire 4.1 montre que l’on a H3nr(F(X),Ql/Zl(2)) = 0 pour les varie´te´s fibre´es
en quadriques de dimension au moins 1 au-dessus d’une courbe, et aussi pour
les intersections comple`tes lisses de deux quadriques dans PnF pour n ≥ 5.
Ces dernie`res sont des varie´te´s ge´ome´triquement rationnelles. Elle sont en
fait F-birationnelles a` un espace projectif sur leur corps de base F, ce qui
donne une de´monstration directe du Corollaire 4.1 (b). C’est facile a` voir
pour n ≥ 6 ([2, Thm. 3.4]), car dans ce cas, X est birationnelle a` une fa-
mille de quadriques de dimension au moins 3 sur P1F, et F(P
1) est un corps
C2. Le cas n = 5 est une conse´quence d’un fait relativement peu connu :
une intersection comple`te lisse X de deux quadriques dans P5F contient une
droite, de´finie sur F, de PnF, ce qui implique (cf. [2, Prop. 2.2]) que X est
F-birationnelle a` un espace projectif. La me´thode donne´e ici pour e´tablir (b)
est ne´anmoins inte´ressante, elle s’applique encore a` certaines intersections
comple`tes singulie`res de deux quadriques.
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